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Nelson y Siegel (1987) proponen un modelo paramétrico para la curva de rendimiento. Dada la 
simplicidad de su estimación, el modelo se hizo popular entre analistas tanto de mercado como de 
bancos centrales. Diebold y Li (2006) entregan una versión dinámica de Nelson-Siegel (DNS), 
donde este se desempeña bien en ejercicios de predicción fuera de muestra. Sin embargo, el modelo 
fue originalmente propuesto como una herramienta de ajuste de curva, en contraste con haber sido 
obtenido desde un marco teórico que no permite el arbitraje. Christensen y otros (2009) muestran 
que el modelo DNS no permite el arbitraje, entregándole soporte teórico. En este artículo 
consideramos una versión discreta del modelo DNS y seguimos la notación desarrollada por 
Campbell y otros (1997) para mostrar que el modelo pertenece a la clase de los modelos “afines”. 
Esto provee de una prueba alternativa a la presentada en Christensen y otros (2009), dado que 
utilizamos la ecuación de Euler para mostrar que el rendimiento de un bono es lineal en tres 
factores. Al igual que en Balduzzi y otros (1998), uno de estos factores es inobservable, mientras 
que los observables pueden ser asociados con la tasa de interés de largo plazo y el premio por plazo, 
respectivamente. Finalmente, discutimos las implicancias del modelo DNS para la tasa forward y 




Nelson and Siegel (1987) propose a parametric model for the yield curve. Since it is easy to 
estimate, it became popular among practitioners and Central Bank’s analysts. Diebold and Li (2006) 
provide a dynamic version of the Nelson-Siegel (DNS) model, showing that it performs well in out-
of-sample forecasting exercises. However, the model was originally proposed as a curve-fitting tool 
as opposed to being obtained from a theoretical non-arbitrage framework. Christensen et al. (2009) 
show that the DNS model is arbitrage-free, giving it theoretical support. In this paper we consider a 
discrete version of the DNS model, and following the notation developed in Campbell et al. (1997), 
we show that it belongs to the class of affine-yield model. This provides an alternative proof of the 
one presented in Christensen et al. (2009), since we use the Euler Equation to show that the yield on 
a bond is linear in three factors. As in Balduzzi et al. (1998), one of these factors is unobserved, 
whereas the observed ones can be associated with the long term interest rate and the term spread, 







Se agradecen los comentarios de Natalia Gallardo y un árbitro anónimo.  All models are wrong, but some are uselful
(Dicho popular en el sector nanciero)
1 Introducci on
La curva de rendimiento recoge mucha informaci on sobre las expectativas de los agentes econ omicos
respecto de la evoluci on de la econom a. Por ejemplo, una curva con pendiente positiva implica
que probablemente nos encontramos en un per odo de bajo crecimiento (Estrella y Hardouvelis,
1991) con una inaci on acotada, donde es posible que la Pol tica Monetaria este siendo expansiva,
esto debido a que dicha pol tica actua sobre la tasa m as corta de la curva.
La estimaci on de la curva de rendimiento ha despertado el inter es tanto acad emico como de
los analistas nancieros. Estos  ultimos han desarrollado modelos que permiten interpolaciones de
madurez a n de poder completar la curva, como son curvas de ajuste c ubicas suavizadas. Esta
visi on es est atica en el sentido que no explota la dimensi on de series de tiempo de las tasas de
inter es que podr a implicar una estimaci on m as eciente de la curva. Por otra parte los modelos
te oricos m as puros nacen de la mano de la modelaci on de procesos estoc asticos y son acotados a
modelos que no presentan oportunidades de arbitraje. En la pr actica estos modelos, denominados
a nes o de factores, no han sido completamente satisfactorios tanto para un adecuado ajuste
est atico de la curva como para elementos de predicci on.
Nelson y Siegel (1987) proponen un modelo de ajuste de la curva de rendimiento donde la tasa
de retorno depende de la madurez del instrumento. Este modelo ha sido ampliamente utilizado
por los analistas debido a su simplicidad y a que presenta consistencia entre la tasa forward y
la curva de rendimiento. Diebold y Li (2006) proponen una visi on din amica para este modelo
estableciendo que Nelson-Siegel se compone de 3 factores, los cuales son: Nivel, Pendiente y
Curvatura. El primero corresponde a la trayectoria de la tasa larga, mientras que el segundo est a
relacionado con el premio por plazo. Ambos factores son recuperables de los modelos de factores
tradicionales. Sin embargo, la Curvatura parec a ajena a estos modelos.
Christensen y otros (2009) presentan una derivaci on de este modelo bajo el paradigma de
no-arbitraje estableciendo que Nelson-Siegel puede recuperase a trav es de los modelos de factores.
1En t erminos simples, la Curvatura puede ser generada a trav es de un modelo de factores cuando
uno de estos no es observable.
En este art culo se muestra que el modelo Nelson-Siegel corresponde a un caso especial de
la familia de los modelos de factores. La principal diferencia de esta presentaci on respecto de la
desarrollada por Christensen y otros (2009) es que ac a se presenta una versi on discreta del modelo
que permite su an alisis a trav es de factores lineales autoregresivos siguiendo a Campbell y otros
(1997) en su derivaci on de los modelos anes. Por tanto las contribuciones de este art culo son:
(1) la construcci on de la versi on discreta del modelo Nelson-Siegel y (2) la demostraci on de que
Nelson-Siegel corresponde a un modelo de factores.
La secci on 2 presenta los elementos te oricos necesarios para la derivaci on de la curva de
rendimiento. La secci on 3 muestra el modelo Nelson-Siegel en su versi on original y en la versi on
discreta que se propone en este art culo. La secci on 4 revisa los modelos de factores presentando
la equivalencia entre el modelo Nelson-Siegel y un modelo de 3 factores lineales autoregresivos ho-
moced asticos, donde 2 de los factores son observables. La secci on 5 revisa algunas aplicaciones del
modelo Nelson-Siegel que tienen relevancia para Chile. Finalmente, una  ultima secci on concluye.
2 Deniciones B asicas
En esta secci on presentamos los elementos te oricos relevantes para el desarrollo de la curva de
rendimiento y una versi on discreta del modelo de Nelson y Siegel (1987) que nos permitir a rela-
cionarlo con los modelos de factores lineales.
2.1 Instrumentos de Renta Fija
Consideremos a Znt como la tasa de descuento que se aplica en t para un ujo que se recibir a en
el per odo t + n. De esta forma podemos denir el precio de un bono de descuento o cero cup on
que paga una unidad monetaria n per odos adelante como Bnt = (1 + Znt) n.
Para simplicar el an alisis utilizaremos la versi on de capitalizaci on continua de la tasa que





2cuando la funci on se expande en torno a cero. Dado que las tasas en general son peque~ nas, esto
signica que en la pr actica ambas tasas pueden ser utilizadas indistintamente.
Por tanto, el logaritmo del precio del bono de descuento (bnt) y la tasa de descuento capital-
izada continua (znt) se relacionan como sigue: bnt =  nznt.
Usualmente los bonos de descuento se encuentran concentrados en el tramo m as corto de la
curva de rendimiento, mientras que para el tramo mediano y de largo plazo los bonos contienen
cupones. Esto introduce una dicultad adicional al separar lo que corresponde a una tasa pura
de descuento con respecto de una tasa de descuento de un bono (TIR). Esta  ultima corresponde
a la tasa de rendimiento que obtendr a el inversionista si mantuviera el bono con cupones hasta
su madurez, recibiendo todos y cada uno de los pagos consignados en el contrato. El precio de
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(1 + Ynt)i (1)
Por otra parte, la duraci on de Macaulay (Dcnt) corresponde al promedio ponderado de las



















(1 + Ynt)i (2)
Es claro de (2) que para el caso de bonos de descuento Fi = 0 para todo i < n mientras que
Fn = 1. Por ello para esos bonos tenemos que Dnt = n. Por otra parte, notamos que al derivar








Este resultado es similar a la denici on de duraci on. De hecho podemos observar que la duraci on














(1 + Ynt)i =  Dnt:
Esto implica que la duraci on corresponde al efecto de primer orden en cambios de la TIR. Dado
esto podemos considerar que en t erminos de los retornos de los bonos: ynt  zDt. Sin embargo,
esta relaci on no es v alida en precios. En lo que sigue del art culo consideraremos bonos de
descuento para la presentaci on de los resultados te oricos.
2.2 La Hip otesis de Expectativas
Adicionalmente, tomaremos el retorno neto (Rn;t+1) de mantener un bono de descuento de
madurez n por un per odo de tiempo como (1 + Rn;t+1) = Bn 1;t+1=Bnt. Siguiendo con las
deniciones previas esto se expresa como rn;t+1 = bn 1;t+1   bnt = nznt   (n   1)zn 1;t+1. Esta
ecuaci on implica que la actual tasa de descuento de madurez n puede ser entendida como un








An alogamente tenemos que zn 1;t = [1=(n   1)]rn 1;t+1 + [(n   2)=(n   1)]zn 2;t+1. Adelantando
un per odo la ecuaci on: zn 1;t+1 = [1=(n 1)]rn 1;t+2 +[(n 2)=(n 1)]zn 2;t+2 y reemplazando
en (3): znt = (1=n)(rn;t+1 + rn 1;t+2) + [(n   2)=n]zn 2;t+2. Notamos que r1;t+n = z1;t+n 1, de
modo que en reemplazos sucesivos tenemos que: znt = (1=n)
Pn 1
i=0 rn i;t+1+i.
Con informaci on en t, los retornos rn i;t+1+i no son conocidos. Sin embargo, la hip otesis de
expectativas puras en logaritmo indica que, por arbitraje, el valor esperado de estos retornos,
condicional a la informaci on en t, debiera ser similar a los retornos de las estrategias de inversi on
segura. Estas corresponden a la compra un bono de descuento que madure en el pr oximo per odo,
lo cual signica que Et+i(rn i;t+1+i) = z1;t+i. Finalmente por expectativas iterativas tenemos que







Esta ecuaci on es fundamental para la construcci on de la curva de rendimiento ya que indica que
la estructura completa de tasas se obtiene de las expectativas de la tasa corta.
Un mecanismo natural para generar la curva de rendimiento viene de la consideraci on de un
proceso estoc astico para la tasa m as corta de la curva. A modo de ejemplo consideremos un
proceso AR(1):
z1;t+1 = c + z1t + e1;t+1 (5)
donde 0 <  < 1 y e1;t+1 es un error con media cero y varianza nita. De este proceso notamos su
media incondicional como E(z1;t+i) = c=(1   )  z, mientras que la esperanza condicional con
informaci on en t es Et(z1;t+i) = c(1   i)=(1   ) + izt = (1   i)z + izt, esto es un promedio
ponderado entre la esperanza incondicional y el valor conocido.
Utilizando la ecuaci on del promedio (4) y la estructura autoregresiva para la tasa m as corta
presentada arriba, tenemos que la tasa de descuento de madurez n obedece a la siguiente estruc-
tura:







con z  c=(1 ) el valor de equilibrio del sistema din amico. Notamos que en equilibrio (z1t = z)
el modelo implica znt = z lo que signica observar una curva de rendimiento plana. Adicional-








Por lo que bajo no estacionaridad del proceso z1t tenemos que znt = z1t lo cual indica que todas
las tasas de inter es tienen ra ces unitarias, situaci on que en la pr actica es dif cil de rechazar con
5los tests convencionales.
Por  ultimo la tasa de descuento para el bono de madurez innita es z debido a que suponemos
0 <  < 1, entonces:
lim
n!1






Sin duda uno de los modelos m as populares en la modelaci on de la curva de rendimiento es el
propuesto por Nelson y Siegel (1987). En esta secci on presentamos los resultados de dicho art culo
junto con una versi on en tiempo discreto que simplica el an alisis del modelo.
3.1 Version Original
El modelo original de Nelson-Siegel est a denido en tiempo continuo donde la estructura de la
tasa forward instant anea es modelada. Utilizando (4) en su versi on continua los autores obtienen
la curva de rendimiento, la cual depende de los par ametros de la tasa forward. Luego con datos
efectivos de rendimiento de bonos de descuento estiman los par ametros.
La modelaci on de la tasa forward permite una consistencia entre las tasas de descuento ob-
servadas y la directa interpretaci on de las expectativas de cambios en la tasa instant anea o de
m as corto plazo. El resultado del art culo es que la tasa de descuento depende de la madurez del
instrumento, ajuste que ha sido implementado por algunos analistas a trav es de polinomios. La
ventaja de Nelson-Siegel es que es un modelo parsimonioso, es decir, requiere un n umero peque~ no
de par ametros para caracterizar completamente la curva de rendimiento.
La motivaci on original del modelo es una estructura lineal con el par ametro no lineal calibrado.
En aplicaciones emp ricas t picamente se estima este par ametro en conjunto con los lineales. Por
simplicidad consideraremos el esp ritu original del modelo present andolo en una versi on en tiempo,
que se ajusta a la notaci on presentada en las secciones anteriores.
Dado que el modelo es determin stico, el valor esperado de (4) es innecesario. Los autores
asumen que la tasa forward instant anea es una funci on del tiempo, lo que se expresa como:
6f(i) = 1 + 2 exp( i) + 3iexp( i). Integrando sobre el per odo de inter es obtenemos la
tasa de descuento (detalles en secci on B.2):












La estimaci on sugerida por los autores es la regresi on lineal y para su aplicaci on el par ametro 
debe ser calibrado apropiadamente.
3.2 Versi on Discreta
La versi on discreta considerada en este art culo se basa en   exp( ), de modo que si  > 0
entonces 0 <  < 1. Por otra parte, tomaremos el hecho de que exp( ) = 1    + O(2) para
aproximar . As  la discretizaci on del modelo para la tasa m as corta ser a:
z1;t+i = 1t + 2ti + 3t(1   )ii 1:
Notamos que el exponente reducido del tercer componente es un ajuste para la discretizaci on que
permite calzar la tasa de corto plazo. A su vez, consideramos que los par ametros del modelo
pueden cambiar en el tiempo, dando din amica al modelo como lo sugieren Diebold y Li (2006).
Por otra parte, en comparaci on con otros modelos de ajuste de curva determin sticos como las
ecuaciones c ubicas, notamos que Nelson-Siegel presenta un ajuste con una funci on acotada (n)
lo que permite que en valores extremos el modelo entregue resultados coherentes.
Considerando la ecuaci on del promedio (4) y la estructura no aleatoria para la tasa m as
corta presentada arriba, tenemos que la tasa de descuento de madurez n obedece a la siguiente
estructura (ver secci on B.3):

















El resultado obtenido en (8) es la versi on discreta del Nelson-Siegel continuo presentado en (7).
La tasa m as corta del modelo discreto corresponde a z1t = 1t + 2t, mientras que basado en
7(6) tenemos que limn!1 znt = 1t. Estos resultados son id enticos a los obtenidos en el modelo
original en tiempo continuo e implican que 1t corresponde a la tasa m as larga de la econom a,
mientras 2t es el negativo del premio por plazo. Si bien el tercer factor 3t no juega un rol en
estas tasas le da exibilidad al modelo para el resto de la curva.
4 Modelos de Factores
En esta secci on mostramos que el modelo Nelson-Siegel corresponde a un modelo de factores, por lo
que no permite oportunidades de arbitraje. Christensen y otros (2009) presentan este resultado
considerando valoraci on de portafolios en tiempo continuo donde las estrategias de coberturas
implican un rebalanceo constante del portafolio de activos. En la presente exposici on se utiliza
el instrumental de valoraci on de activos basado en la Ecuaci on de Euler, con la cual se derivan
los precios de los bonos de descuentos bajo el supuesto que el Factor de Descuento Estoc astico es
funci on de factores fundamentales de la econom a. De esta forma la tasa de descuento obtenida
de estos precios es comparable con la versi on discreta del modelo Nelson-Siegel presentado en la
secci on anterior.
4.1 La Ecuaci on de Euler
La curva de rendimiento puede construirse a trav es de la ecuaci on de Euler. En ella se establece
que el precio de un activo se encuentra relacionado con sus pagos futuros descontados seg un
el Factor de Descuento Estoc astico (FDE) el cual se obtiene de fundamentales de la econom a.
Usualmente el FDE, denotado por Mt+1, se relaciona con el ratio de utilidades marginales del
consumo del agente representativo de la econom a aunque esta relaci on puede generalizarse a
factores fundamentales ('s). De este modo, el precio de un bono de descuento en esta ecuaci on
se obtiene como sigue: Bnt = Et(Bn 1;t+1Mt+1), donde Mt+1 es funci on de los factores. Por
simplicidad trabajaremos con el logaritmo del FDE (mt+1). De este modo el precio del bono de
descuento bajo la ecuaci on de Euler es:
bnt = Et(bn 1;t+1 + mt+1) + n (9)
8con mt+1  g(t+1), donde g es una funci on tratable. Por otro lado, n es el factor de Jensen que
lo hemos denido como jo en el tiempo dado que utilizaremos factores homoced asticos (Campbell
y otros, 1997). En las pr oximas secciones revisaremos los modelos de factores sobre la base de la
relaci on (9).
4.2 Modelo de 1 Factor
Vasicek (1977) considera que hay un factor que caracteriza toda la curva de rendimiento. Para
ello consideremos que mt+1 depende linealmente de un factor din amico homoced astico, es decir:
mt+1 =  t + et+1, con t+1 = c + t + et+1, donde et+1  N(0;2) y  es el elemento
de correlaci on entre el FDE y el factor x. Esto implica que mt+1 puede ser escrito como un
ARMA(1,1), debido a que mt+1 mt =  t+et+1+t 1 et, lo que ordenadamente ser a:
mt+1 =  c + mt + t+1 + t, donde t  et y    (1 + )=.
Ahora consideraremos la soluci on gen erica para el precio de un bono de descuento como
bnt = Fn Gnt, donde Fn y Gn son funciones de los par ametros del modelo y de la madurez (n).
Tomando el lado derecho de (9) tenemos que Et(mt+1) =  t mientras que:
Et(bn 1;t+1) = Fn 1   Gn 1Et(t+1)
= Fn 1   Gn 1(c + t):
Al igualar los t erminos asociados con t tenemos Gn = 1+Gn 1, mientras que los t erminos libres
implican lo siguiente: Fn = Fn 1  cGn 1 +n. Resolviendo recursivamente, como se presenta en
la Secci on B.4, el coeciente asociado al factor es Gn = (1   n)=(1   ).
Por construcci on b0;t+1 = 0, luego F0 = G0 = 0. Considerando esto para n = 1 tenemos
b1t = Et(mt+1 + b0;t+1) + 1 =  t + 1 lo que implica que F1 = 1 y G1 = 1. Debido a que la
tasa puede ser obtenida como znt =  (1=n)bnt tenemos que z1t =  b1t = t  1, lo que identica
al factor como la tasa de inter es m as corta de la econom a. Tomando n   Fn=n la tasa para
una madurez n se dene como








Por (6) notamos que limn!1 znt = limn!1 n  1, es decir, la tasa larga converge a una
constante que depende de 1, c y . Es interesante observar que bajo  = 1 y c = 0 tenemos que
Fn =
Pn
i=1 i, lo que signica que el precio acumular a premios por plazo asociados a los t erminos
de Jensen de la Ecuaci on de Euler. Por otro lado, el modelo se reduce a znt = n + t, lo que
implica que znt = (n   1) + z1t. Para que esta  ultima relaci on sea equivalente a la presentada
bajo el proceso autoregresivo necesitamos que n = 0 para toda madurez, lo que ocurre cuando
se eliminan todos los t erminos n. Esto  ultimo supone  peque~ no (ver secci on B.5).
4.3 Modelo de 2 Factores
Emp ricamente es dif cil ajustar toda la curva con un solo factor por tanto consideremos el caso
de dos factores, esto es mt+1 =  1t   2t + e0;t+1, con it = ci + ii;t 1 + eit. Considerando la
misma soluci on gen erica: bnt = Fn G1n1t G2n2t. Esta vez el lado derecho de (9) se compone
de Et(mt+1) =  1t   2t, pues ambos factores son observados, y
Et(bn 1;t+1) = Fn 1   G1;n 1Et(1;t+1)   G2;n 1Et(2;t+1)
= Fn 1   G1;n 1(c1 + 11t)   G2;n 1(c2 + 22t):
Nuevamente, al igualar los t erminos asociados con 's tenemos: G1n = 1 + 1G1;n 1 y G2n =
1 + 2G2;n 1. Los t erminos libres implican: Fn = Fn 1   c1G1;n 1   c2G2;n 1 + n. De manera
an aloga al caso de un factor tenemos: G1n = (1   n
1)=(1   1) y G2n = (1   n
2)=(1   2). En
este caso la tasa de descuento obedece a la siguiente estructura:
















donde n   Fn=n. De la secci on anterior, recordamos que si 1 ! 1 entonces G1n ! n. Esta
10observaci on tiene una informaci on adicional que es que el proceso estoc astico de 1t es una ra z
unitaria. Por simplicidad asumiremos tambi en que c1 = 0, es decir, una caminata aleatoria pura.
Como complemento tomaremos al proceso 2t como estacionario con media cero lo que lleva a que
c2 = 0 y con ello Fn =
Pn
i=1 i. Tomando el hecho obtenido del an alisis de un factor, forzaremos
n = 0 por lo que n = 0. De esta forma el modelo se reduce a:









Este modelo se basa en que las tasas de descuento se encuentran explicadas por dos factores
din amicos. Estos factores son homoced asticos y centrados en cero. Adem as el primero de ellos es
una ra z unitaria y el segundo un proceso AR(1) estacionario.
Notamos que si n = 1 entonces z1t = 1t + 2t, mientras que basado en (6) tenemos que
limn!1 znt = 1t. Esto nos indica que el primer factor (1t) corresponde a la tasa de largo plazo
mientras que el segundo es la diferencia corta-larga, lo que corresponde al negativo del premio por
plazo. Es interesante observar que el modelo implica que la tasa de largo plazo tiene ra z unitaria
mientras que el premio por plazo es estacionario. El primer hecho es usualmente aceptado por
los datos, en donde es dif cil rechazar la hip otesis de ra z unitaria, mientras que el segundo punto
nos corrobora la cointegraci on entre tasas de distinta madurez.
4.4 Modelo con K factores
Una extensi on natural del modelo de 2 factores es la extensi on a K factores lineales. Cort azar
y otros (2002) proponen 3 factores para la estimaci on de la curva de rendimiento en Chile. Este
modelo es la base para los c alculos de las curvas de rendimiento realizadas por RiskAmerica,
instituci on de an alisis de mercado perteneciente a la Ponticia Universidad Cat olica. La tasa de
descuento en el caso de K factores ser a entonces una combinaci on lineal de ellos:











Como revisamos para el caso de 2 factores en este modelo la tasa corta ser a la suma de los factores
11m as 1, mientras que la tasa larga depender a de 1 y de los factores que son persistentes, es decir
de aquellos que tengan k = 1.
4.5 Modelo con un factor no observable
Balduzzi y otros (1998) presentan un modelo alternativo de 2 factores basado en que un factor
no es observable (2) y representa la tendencia del factor observable. De este modo, mt+1 =
 1t + e0;t+1 con 1t = (1   1)2;t 1 + 11;t 1 + e1t y 2t = c2 + 22;t 1 + e2t. Notamos que
el precio para el bono de descuento puede escribirse en funci on de ambos factores como sigue:
bnt = Fn   H1n1t   H2n2t. El primer componente del lado derecho de (9) es Et(mt+1) =  1t,
mientras que el segundo elemento es:
Et(bn 1;t+1) = Fn 1   H1;n 1Et(1;t+1)   H2;n 1Et(2;t+1)
= Fn 1   H1;n 1[(1   1)2t + 11t]   H2;n 1(c2 + 22t):
Igualando los coecientes para la constante y 1 obtenemos resultados similares a los del modelo
presentado arriba: Fn = Fn 1   c2H2;n 1 + n y H1n = 1 + 1H1;n 1 = (1   n
1)=(1   1),
mientras que para 2 tenemos: H2n = (1   1)H1;n 1 + 2H2;n 1. Notamos que reemplazando
H1;n 1 tenemos H2n = (1   n 1
1 ) + 2H2;n 1, lo cual puede ser resuelto recursivamente, como
se presenta en la Secci on B.6. De este modo, bajo el supuesto que 1 6= 2 tenemos que H2n =
(1   n
2)=(1   2)   (n
2   n
1)=(2   1). Tomando a n   Fn=n, la tasa de inter es puede ser
escrita como sigue:
























Notamos que bajo n = 1 tenemos b1t = Et(mt+1) =  1t, mientras que el coeciente del segundo
factor es cero por tanto z1t = 1 + 1t, lo que es equivalente a lo obtenido bajo el modelo de 1
factor. Del mismo modo, la tasa de larga es constante y depende de los par ametros del modelo
ya que limn!1 znt = limn!1 n  1.
En el caso en que 2 = 1 podemos explotar el resultado obtenido para H2n tomando el l mite












Esto implica que la tasa de inter es bajo 2 = 1 se reduce a




















Notamos que el coeciente del  ultimo factor es similar a la del modelo Nelson-Siegel. Lo que
indica que este modelo presenta un factor no observable.
4.6 Modelo de Nelson-Siegel
En las secciones previas hemos presentado varios modelos de factores notando los resultados de
estos bajo ra z unitaria y en el caso de factores no observables. De (10) notamos que Nelson-
Siegel requiere de un factor con ra z unitaria por lo que consideramos 1t = 1;t 1 + e1t. De
(13) requerimos un factor estacionario cuya tendencia sea no observable. La persistencia de este
factor y la de su tendencia son tambi en id enticas. Esto es: 2t = (1 )3;t 1 +2;t 1 +e2t con
3t = 3;t 1 + e3t.
Dado que solo los factores 1 y 2 son observables, entonces Et(mt+1) =  1t   2t. Sin
embargo el precio del bono de descuento se expresa en t erminos de todos los factores como sigue:
bnt = Fn   H1n1t   H2n2t   H3n3t. De este modo:
Et(bn 1;t+1) = Fn 1   H1;n 1Et(1;t+1)   H2;n 1Et(2;t+1)   H3;n 1Et(3;t+1)
= Fn 1   H1;n 11t   H2;n 1[(1   )3t + 2t]   H3;n 13t:
Para 1 tenemos H1n = 1 + H1;n 1 lo que implica que H1n = n. Para 2 un factor ya derivado
aparece: H2n = 1 + H2;n 1 = (1   n)=(1   ). Finalmente, notamos que para el factor no
observado tenemos: H3n = (1 )H2;n 1+H3;n 1. En este caso la soluci on como fue formulada
anteriormente es H3n = (1   n)=(1   )   nn 1. Considerando estos resultados y n =  Fn=n
13tenemos que:
















Ignorando los t erminos de Jensen (n) obtenemos el modelo Nelson-Siegel presentado en (8). Es
importante notar que la presente presentaci on considera el uso de la Ecuaci on de Euler para
valorar activos, mientras que Christensen y otros (2009) presenta el mismo resultado en tiempo
continuo donde el argumento utilizado es que no hay oportunidades de arbitrajes.
5 Aplicaciones del modelo Nelson-Siegel
En esta secci on revisamos aplicaciones de la curva de rendimiento que tienen relevancia para
Chile utilizando el modelo Nelson-Siegel: an alisis de expectativas de la tasa corta, tasa de inter es
neutral y ejercicios de tensi on ante problemas de liquidez. Una revisi on de la literatura emp rica
de los trabajos de la curva de rendimiento para Chile puede ser revisada en el Ap endice A.
5.1 Expectativas de Tasa Corta
Herrera y Magendzo (1997) motivan la estimaci on de la curva de rendimiento utilizando Nelson-
Siegel con la estimaci on de la curva forward, la cual permite rescatar las expectativas de la Tasa
de Pol tica Monetaria. Bajo este modelo en su versi on din amica la tasa m as corta es una variable
aleatoria z1;t+i = 1;t+i + 2;t+i. Tomando valores esperados notamos que Et(1;t+i) = 1t
debido a que este factor es ra z unitaria y haciendo uso de la recursi on tenemos Et(2;t+i) =
i(1   )i 13t + i2t. Por tanto las expectativas de tasas cortas se obtienen como sigue:
Et(z1;t+i) = Et(1;t+i) + Et(2;t+i) = 1t + i2t + i(1   )i 13t:
Un cambio en las expectativas se traduce en un cambio en los factores din amicos. Por ejemplo
suponemos que en el per odo t   1 estamos interesados en la tasa corta que estar a vigente en 2
per odos m as adelante, esto puede ser obtenido como sigue:
14Et 1(z1;t+1) = Et 1(1;t+1 + 2;t+1)
= 1;t 1 + (1   )Et 1(3t) + Et 1(2t)
= 1;t 1 + (1   )3;t 1 + (1   )3;t 1 + 22;t 1
= 1;t 1 + 22;t 1 + 2(1   )3;t 1:
Nuestra comparaci on puede ser a la misma tasa, es decir A = Et(z1;t+1)   Et 1(z1;t+1), o al
mismo plazo, digamos B = Et(z1;t+2)   Et 1(z1;t+1). En el primer caso nos interesa compararlo
con Et(z1;t+1) = 1t + 2t + (1   )3t, mientras en el segundo ejercicio nuestro objetivo es
Et(z1;t+2) = 1t + 22t + 2(1   )3t. En resumen tenemos que:
A = [1t + 2t + (1   )3t]   [1;t 1 + 22;t 1 + 2(1   )3;t 1];
B = [1t + 22t + 2(1   )3t]   [1;t 1 + 22;t 1 + 2(1   )3;t 1]:
El segundo componente es una medida del cambio en las expectativas, basado en cambios en los
factores, dado que B = (1t   1;t 1) + 2(2t   2;t 1) + 2(1   )(3t   3;t 1). Reordenando
los factores 2 y 3 tenemos que 2t   2;t 1 = (1   )(3;t 1   2;t 1) + e2t y 3;t   3;t 1 =
(   1)3;t 1 + e3t, lo que implica que
B = e1t + 2(1   )(3;t 1   2;t 1 + e2t) + 2(1   )[(   1)3;t 1 + e3t]
= [2(1   )   2(1   )2]3;t 1   2(1   )2;t 1 + e
t
= (52   2   33)3;t 1 + (3   2)2;t 1 + e
t
donde e
t = e1t + 2(1   )e2t + 2(1   )e3t. Notamos que la mayor fuente de cambio en e
t
proviene del error en el primer factor. De hecho si  es cercano a la unidad entonces B  e1t. En
la secci on anterior vericamos que los resultados de Herrera y Magendzo (1997) implican ^  = 0:9,
este resultado es id entico al reportado por Alfaro (2003): ^  = exp( 0:1)  0:9, esto implica
que ^ B = 0:0633;t 1   0:0812;t 1 + e
t para el caso chileno. En el per odo t   1 podemos hacer
15una predicci on sobre ^ B, basado en que Et 1( ^ B) = 0:0633;t 1   0:0812;t 1, lo cual puede ser
calculado expl citamente con la estimaci on de la curva en dicha fecha.
5.2 Tasa de Inter es Neutral
Consideramos la tasa neutral (zN
nt) como aquella que se espera en un horizonte t + i, donde i
diverge. Del an alisis anterior sobre expectactivas tenemos que Et(1;t+i) = 1t, por lo que el
l mite en este factor no es relevante. Por otra parte Et(2;t+i) = i(1   )i 13t + i2t, y de
este modo limi!1 Et(2;t+i) = 0. Finalmente, Et(3;t+i) = i3t, el cual tambi en se hace cero
en el l mite. De esta forma zN
nt = limi!1 Et(zn;t+i) = 1t, es decir la tasa neutral derivada de
Nelson-Siegel corresponde al primer factor (nivel).
Fuentes y Gredig (2008) realizan estimaciones de la tasa de inter es neutral para Chile utilizando
informaci on de los instrumentos nancieros. Ellos proponen en primer lugar utilizar la tasa
forward entre los per odos t + n y t + n + 1, lo cual puede ser expresado en t erminos de Nelson-
Siegel como 1t + n2t + n(1   )n 13t. Notamos que este elemento converge a zN
nt cuando
n ! 1, lo cual es consistente con el resultado presentado en el p arrafo anterior.
Una segunda medida que proponen los autores es considerar que la tasa corta se compone
de un factor latente el cual es una ra z unitaria, mientras la tasa larga comparte dicho factor e
incluye un segundo factor latente el cual es estacionario. Recordamos que Nelson-Siegel establece
que z1t = 1t + 2t y limn!1 znt = 1t, donde 1t tiene ra z unitaria y 2t es estacionario. Por
tanto la estimaci on de los autores utilizando el ltro de Kalman proporciona precisamente una
estimaci on del primer factor.
5.3 Simulaci on de Escenarios
Una aplicaci on directa del modelo de Nelson-Siegel corresponde a la simulaci on de escenarios a
trav es de la generaci on de perturbaciones a los factores din amicos. Lo relevante de este modelo en
comparaci on con incrementos aislados en la curva de rendimiento es que el modelo por construcci on
preserva la relaci on entre la curva de rendimiento y la curva forward. Con la primera se pueden
generar valoraciones de activos nancieros, mientras que la segunda permite establecer el costo
16de renanciamiento de ujos pactados.























































Bajo un escenario de tensi on transitorio no se esperan cambios en la tasa de largo plazo (1) por
lo que las perturbaciones resultan razonables de ser aplicadas en los factores 2 o 3. Sin embargo,
es claro que los efectos de estos factores dieren en los alcances del ejercicio. En particular, una
perturbaci on al factor 3 (e3t) genera un cambio en la tendencia del factor 2. Como revisamos
en los estudios emp ricos ^  = 0:9 por lo que dicha perturbaci on presentar a una propagaci on
considerable para las futuras curvas de rendimiento. Por otra parte, una perturbaci on en el factor
2 (e2t) genera una reversi on al modelo original m as r apida por lo que dicho evento ser a adecuado
para la evaluaci on de un evento transitorio en la curva de rendimiento como una contracci on de
la liquidez o un cambio inesperado en la inaci on.
6 Conclusiones
En este trabajo hemos presentado una versi on discreta del modelo de Nelson y Siegel (1987), el
cual puede ser enmarcado dentro de los modelos de curvas a nes como lo establece en tiempo
continuo Christensen y otros (2009). Dada la naturaleza discreta de la presentaci on del material,
se utiliz o la notaci on desarrollada en el cap tulo 11 de Campbell y otros (1997).
Los resultados muestran que el modelo Nelson-Siegel puede ser entendido como un modelo de
3 factores, donde 2 de ellos son observables. De estos factores el primero presenta ra z unitaria y el
segundo es estacionario cuya media incondicional corresponde al tercer factor, el cual es tambi en
din amico. En este contexto Nelson-Siegel es un modelo estoc astico que permite la proyecci on de
la curva como lo plantean Diebold y Li (2006). Dicha proyecci on puede ser incorporada dentro
de un modelo macroecon omico tipo VAR como lo ha realizado para Chile, Morales (2007).
17Debido a la consistencia del modelo con respecto a la curva forward y la condici on de no
arbitraje impl cita en la modelaci on de factores resulta relevante su uso como una herramienta
de caracterizaci on de la curva de rendimiento. De este modo, el modelo proporciona sutento
anal tico para el anal sis de expectativas de la tasa corta. Por otra parte, la construcci on con
factores latentes puede ser entendido en el contexto de tasa neutral de la econom a la cual tiene
relaci on directa con el primer factor como lo estiman para Chile Fuentes y Gredig (2008).
Finalmente, Nelson-Siegel puede ser utilizado para la simulaci on de escenarios, lo cual resulta
un marco sencillo para evaluar cambios en la curva ante, por ejemplo, eventos inesperados como
problemas de liquidez en el mercado de bonos.
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19A Revisi on de la Literatura Emp rica
Esta secci on presenta una resumida revisi on de los trabajos emp ricos de la curva de rendimiento
realizados para Chile. Dado que ellos utilizan diferentes tipos de instrumentos nancieros una
revisi on detallada de sus caracter sticas puede encontrarse en Banco Central de Chile (2005).
A.1 Nelson-Siegel
El primer trabajo desarrollado con este modelo corresponde a Herrera y Magendzo (1997) quienes
utilizan los PRC (Pagar es Reajustables con Cupones del Banco Central de Chile) para estimar el
modelo de Nelson y Siegel (1987) por m nimos cuadrados no lineales. Ellos utilizan informaci on
tanto de las licitaciones de estos instrumentos como de las transacciones del mercado secundario
obtenidas de la Bolsa de Comercio. Su metodolog a se basa en encontrar los factores de descuento
que minimizan la distancia entre el precio observado del bono y el estimado. Ellos presentan los
resultados mensuales entre marzo y junio de 1996.
Interpretando sus resultados en t erminos del modelo discreto de Nelson-Siegel de la ecuaci on
(8) tenemos aproximadamente que: ^ 1 = 6%, ^ 2 = 1:2% y ^ 3 = 0:7%, mientras que una es-
timaci on del par ametro  puede ser obtenida considerando los valores de los ^ 's como 4:8222,
2:8871, 2:6333 y 2:4957 los cuales son reportados en trimestres por lo que deben ser multiplicados






























Este modelo ha sido utilizado por el Banco Central para establecer las expectativas que el mercado
tiene sobre la Tasa de Pol tica Monetaria, las cuales son reportadas en el Informe de Pol tica
Monetaria (IPoM).
20A.2 Modelos de un factor
Una primera ola de modelos de curvas anes parten con Parisi (1998) quien presenta la esti-
maci on de modelos para la tasa de inter es de corto plazo como los establecidos por Vasicek (1977)
y Cox y otros (1985). Esta modelaci on corresponde a la estimaci on de un factor posiblemente
no homoced astico y se basa en la investigaci on emp rica de Chan y otros (1992). Zu~ niga (1999)
extiende este an alisis para considerar modelos de varianza condicional del tipo GARCH, mien-
tras que Fern andez (1999) presenta esta estimacion utilizando m etodos no-param etricos. Parisi
utiliza informaci on de los PDBC (Pagar es Descontables del Banco Central de Chile), mientras
que Fern andez usa la tasa promedio de dep ositos interbancarios como una medida aproximada
de los PBDC's. Finalmente, Zu~ niga utiliza Bonos de Reconocimiento que fueron emitidos por el
Instituto de Normalizaci on Previsional.
Tanto Parisi, quien utiliza GMM, como Zu~ niga, cuyas estimaciones se basan en M axima
Verosimilitud, encuentran que un modelo con volatilidad variable en el tiempo representa la
din amica de la tasa corta. Ambos autores no pueden rechazar el modelo propuesto por Cox y
otros (1985) en el cual la volatilidad de la tasa corta depende del nivel. En t erminos de (5) sus
estimaciones indican ^ 's de exp( 0:45) = 0:64 y exp( 0:35) = 0:7 respectivamente.
A.3 Estimaciones recientes
Alfaro (2003) propone una variaci on en la estimaci on del modelo de Nelson y Siegel implementado
por Herrera y Magendzo, permitiendo un ajuste en las tasas de descuento en sustituci on de los
precios de los bonos. Esta modicaci on implica asumir que el retorno de un bono con cupones de
madurez n es similar al obtenido por un bono de descuento con madurez igual a la duraci on del
bono con cupones. Adicionalmente se agregan a la estimaci on de la curva los nuevos instrumentos
emitidos por la autoridad monetaria BCP's y BCU's (Bonos del Banco Central de Chile en pesos
y en Unidades de Fomento).
Una segunda ola de trabajos de curva anes se inicia con Ochoa (2006) quien extiende el
modelo de Vasicek (1977) con un componente no observado siguiendo a Balduzzi y otros (1998),
21mientras Cort azar y otros (2007) utilizan de manera comercial un modelo de 3 factores para la
estimaci on de curva de rendimiento tanto de bonos de gobierno como de empresas. En ambos
casos las estimaciones minimizan las diferencias en los precios de los instrumentos las cuales son
realizadas utilizando el ltro de Kalman para considerar el factor no observado (Ochoa) o para
solucionar el tema de transacciones infrecuentes (Cort azar y otros).
Interpretando los resultados de Ochoa bajo el modelo (12) tenemos que ^ 1 = exp( 0:3) =
0:74, mientras que ^ 2 = exp( 0:03) = 0:97. Cort azar y otros presentan los resultados para 1,
2 y 3 factores del tipo (11) para el per odo 1997-2001. Para 1 factor ellos encuentran ^ 1 =
exp( 0:21) = 0:81, algo m as alto que lo encontrado por Parisi (^ 1 = exp( 0:5) = 0:61) bajo el
mismo modelo para el per odo 1983-1995. Para 2 factores los resultados indican que ^ 1 = 1 y
^ 2 = exp( 0:87) = 0:42, lo que es consistente con el modelo (10). Finalmente para el modelo con
3 factores los autores obtienen ^ 1 = 1, ^ 2 = exp( 1:11) = 0:33 y ^ 3 = exp( 2:16) = 0:12.
Por otro lado, Morales (2007) explora la motivaci on de Diebold y Li (2006) al considerar el
modelo din amico de Nelson y Siegel y su relaci on con factores macroecon omicos en un ambiente
tipo VAR. El autor muestra que el algoritmo simplicado de 2 etapas propuesto por Diebold y
Li (2006), el cual implica calibrar el par ametro  del modelo y realizar estimaciones lineales, no
genera mayores diferencias que la estimaci on con ltro de Kalman.
B Pruebas Matem aticas
B.1 Proceso AR(1)
El resultado es f acil de corroborar pues por series tenemos
Pn 1
i=0 i = (1   n)=(1   ), mientras
































































































































1   nn 1 + (n   1)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Bajo un factor tenemos que Gn = 1+Gn 1, lo cual puede solucionarse recursivamente utilizando
la condici on G0 = 0. De este modo, tenemos que G1 = 1, G2 = 1+G1 = 1+, G3 = 1+G2 =
1 + (1 + ) = 1 +  + 2 y G4 = 1 + G3 = 1 + (1 +  + 2) = 1 +  + 2 + 3. Con esto se
puede establecer que la forma de la recursi on es Gn =
Pn 1
i=0 i, la cual por series sabemos que
tiene soluci on cerrada para jj < 1: Gn = (1   n)=(1   ).
La  ultima secci on es corroborar que el candidato es efectivamente la soluci on. Notamos que
(1   )Gn = (1   n), por lo que la ecuaci on se satisface dado que al multiplicar por (1   ) el
23lado derecho se reduce a: (1   ) + (1   n 1) = (1   n).
B.5 T erminos de Jensen
Notamos que bajo el supuesto de que et+1  N(0;2), entonces n tiene forma cerrada, derivado de
la funci on generadora de momentos de et+1: n = (1=2)Vart (bn 1;t+1 + mt+1) = 2 (   Gn 1)
2 =2.
Bajo ra z unitaria Gn = n, asumiendo  = o(1=n) tenemos que n = o(1).
B.6 Factor no observable
El problema para un factor no observable corresponde a H2n = (1 1)H1;n 1+2H2;n 1. Hemos
resuelto el problem para H1n = (1   n
1)=(1   1) siguiendo el procedimiento presentado en la
secci on anterior.
Para simplicar la notaci on consideraremos Gn  H2n, por lo cual con el reemplazo de H1;n 1
tenemos el siguiente problema Gn = (1   n 1
1 ) + 2Gn 1.
Nuevamente bajo n = 0 tenemos que los coecientes son cero. De esta forma, G1 = 0,
G2 = 1   1, G3 = 1   2
1 + 2G2 = 1   2
1 + 2(1   1) = 1 + 2   (12 + 2
1) y G4 =
1   3
1 + 2G3 = 1   3
1 + 2[1 + 2   (12 + 2












2 . Notamos que
podemos agregar a la primera sumatoria el elemento n 1
2 llevando la sumatoria hasta n   1 y


















































24Documentos de Trabajo 
Banco Central de Chile 
Working Papers 
Central Bank of Chile 
  
NÚMEROS ANTERIORES  PAST ISSUES 
 
 La serie de Documentos de Trabajo en versión PDF puede obtenerse gratis en la dirección electrónica:  
www.bcentral.cl/esp/estpub/estudios/dtbc. Existe la posibilidad de solicitar una copia impresa con un 
costo de $500 si es dentro de Chile y US$12 si es para fuera de Chile. Las solicitudes se pueden hacer por fax: 
(56-2) 6702231 o a través de correo electrónico: bcch@bcentral.cl. 
 
Working Papers in PDF format can be downloaded free of charge from: 
www.bcentral.cl/eng/stdpub/studies/workingpaper. Printed versions can be ordered individually for 
US$12 per copy (for orders inside Chile the charge is Ch$500.) Orders can be placed by fax: (56-2) 6702231 




The Long And The Short Of Emerging Market Debt 
Luis Opazo, Claudio Raddatz y Sergio Schmukler 
Octubre 2009 
   
DTBC-529 
A Simple Global Perspective on the US Slowdown, Boom-Bust 
Cycles and the Rise of Protectionism 
Juan Pablo Medina y Pablo García 
Octubre 2009 
   
DTBC-528 
The Effect Of The Number Of Lending Banks On The Liquidity 
Constraints Of Firms: Evidence From A Quasi-Experiment 
Daniel Calvo, Alejandro Drexler, Carolina Flores y David Pacheco 
Octubre 2009 
   
DTBC-527 
Monetary Policy And Key Unobservables: Evidence From Large 
Industrial And Selected Inflation-Targeting Countries 
Klaus Schmidt-Hebbel y Carl E. Walsh 
Octubre 2009 
   
DTBC-526 
Communicational Bias In Monetary Policy: Can Words Forecast 
Deeds? 
Pablo Pincheira y Mauricio Calani 
Octubre 2009 
   
DTBC-525 
Interindustry Wage Differences: An Empirical Review 
Miguel Ricaurte 
Agosto 2009 
   DTBC-524 
The Effect Of Credit Insurance On Liquidity Constraints And 
Default Rates: Evidence From A Governmental Intervention 
Kevin Cowan, Alejandro Drexler y Álvaro Yañez 
Agosto 2009 
   
DTBC-523 
FDI vs. Exports: Accounting for Differences in Export-Sales 
Intensities 
Miguel F. Ricaurte, Katherine Schmeiser 
Agosto 2009 
   
DTBC-522 
Traspaso De Grandes Cambios De La Tasa De Política Monetaria 
- Evidencia Para Chile 
J. Sebastián Becerra, Luís Ceballos, Felipe Córdova y Michael Pedersen 
Agosto 2009 
   
DTBC-521 
Corporate Tax, Firm Destruction and Capital Stock 
Accumulation: Evidence from Chilean Plants 
Rodrigo A. Cerda y Diego Saravia 
Julio 2009 
   
DTBC-520 
Cuando el Índice de Fuerza Relativa Conoció al Árbol Binomial  
Rodrigo Alfaro y Andrés Sagner 
Junio 2009 
   
DTBC-519 
Skill Upgrading and the Real Exchange Rate 
Roberto Álvarez y Ricardo A. López 
Junio 2009 
   
DTBC-518 
Optimal Taxation with Heterogeneous Firms 
Rodrigo A. Cerda y Diego Saravia 
Junio 2009 
   
DTBC-517 
Do Exchange Rate Regimes Matter for Inflation and Exchange 
Rate Dynamics? The Case of Central America 
Rodrigo Caputo G. e Igal Magendzo 
Junio 2009 
   
DTBC-516 
Interbank Rate and the Liquidity of the Market 
Luis Ahumada, Álvaro García, Luis Opazo y Jorge Selaive 
Abril 2009 
   
 